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Potpuna vjerojatnost
Bayesova formula

b o

Sazetak

Teorija vjerojatnosti prvenstveno se bavi prakti¢nim
problemima i predstavlja teorijsku osnovu statistike. U radu
. autori navode osnovne pojmove teorije vjerojatnosti, kao sto
su: elementarni dogadaj, relativna frekvencija, vjerojatnos-
ni prostor, uvjetna vjerojatnost, slucajni dogadaj, potpuni
(totalni) sustav dogadaja. Vizualnim primjerom opisuje se
Bayesova formula i navode se primjeri primjene Bayesove
formule u ekonomiji.

Kljucne rijeci: vjerojatnost, Bayesova formula, primjena
Bayesove formule u ekonomiji
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Uvod

ryu raspravu iz teorije vje-

rojatnosti inspiriranu  pro-
blemom Hazardnih igara (kockanja)
objavio je talijanski matematicar G.
Cardano 1567. godine. No, ozbiljniji
razvoj teorije vjerojatnosti potjece od
B. Pascala (1623.-1662.), francuskog
matematicara i fizi¢ara. Matematicku
formulaciju teorije vjerojatnosti du-
gujemo P. Fermatu, W. Feller, L
Bayesu...

Znacajan napredak u izraCunavanju
teorije vjerojatnosti ucinio je Jacob
Bernoulli u djelu “Ars Conjectandi”
(1713. godine). Ipak, A. N. Kolmogo-
rov je dao sustav aksioma i tako ute-
meljio teoriju vjerojatnosti kao zase-
bnu znanstvenu disciplinu (Brackler).

Bayesov teorem je teorem iz teori-
je vjerojatnosti koji je prvi izrekao
Thomas Bayes. Teorem opravdava
nacin razmisljanja u kojem se navodi
da se istinitost teorije potvrduje no-
vim dokazima. To je uvjetna vjero-
jatnost, vierojatnost da je jedna pret-
postavka istina pod uvjetom da je
druga pretpostavka istina. Temljni cilj
Bayesovog teorema je formaliziranje
informacije kako jedan dogadaj moze
pomo¢i u razumijevanju drugoga.
Odnosno, Zeli se pronaci vjerojatnost
ranijeg dogadaja pod uvjetom da je
nastupio kasniji dogadaj (Barnett i

sur. 2006:434).
Bayesov teorem bio je KkoriSten

u raznim kontekstima, od biologije

oceana do razvoja Bayesovih spamova
(klasifikatora), popularne statisticke
tehnike za filtriranje e-maila. Bayesov
klasifikator radi na principu korelacije
tipi¢nih rijeci sa spamom ili bez spa-
ma u e-mailu i zatim koristi Bayesov
teorem kako bi izracunao vjeroja-
tnost da je dobiveni e-mail spam ili
nije. Njegovo koriStenje primjenjuje
se jo§ od devedesetih godina proslog
stoljeca, prije svega zbog svoje
prilagodenosti potrebama korisnika i
niske cijene.

U filozofiji Bayesov
teorem  koristen pokusaju
razjagnjavanja odnosa teorije i dokaza.
Mnoge spoznaje u filozofiji znanosti
koje uklju¢uju potvrdu, falsificiranje i
vezu izmedu znanosti i kvaziznanosti
mogu se ispraviti koriStenjem Bayeso-
vog teorema.

Prije definiranja Bayesovog teo-
rema potrebno je ponoviti osnovne
pojmove iz vjerojatnosti.

znanosti
e

Pojam vjerojatnosti

Osnovni pojam u vjerojatnosti je ne-
prazan skup € koji zovemo pros-
tor elementarnih dogadaja. On re-
prezentira sve moguce ishode slucajnog
pokusa. Elementi u skupu €2 zovu se
elementarni dogadaji. Dakle, dogadaj
je proizvoljni podskup skupa €. Pod
slu¢ajnim dogadajem podrazumije-
vamo svaki podskup A skupa €2

Vo W8

S

p—y




Marko Obradovi¢, Marijana Spoljari¢ i Vlado H

alusek e Potpuna vjerojatnost (Bayesova formula)

e

Dogadaj €2 nazivamo siguran dogjldaj,

@ zovemo nemogu¢ dogadaj, a A=cA

zovemo suprotan dogadaj dogadaja A.

Opcenito, dogadaj je proizvoljni pod-

skup skupa Q. Dalje imamo prema

formuli f-(4) = E,fl

Za relativnu frekvenciju dogadaja A u

nizu od n povoljnih pokusa, u kojoj

je A nastupilo n, puta.

Sluzi nam kao procjena vjerojatnosti

promatranog dogadaja A. Tada to

piSemo:

Q2 — siguran dogadaj

@ — nemogu¢ dogadaj

cA=A suprotan dogadaj dogadaja A.
Kada je skup €2 konacan (diskre-

tan), vjerojatnost slucajnog dogadaja

A< u oznaci P(A) definiramo for-

mulom: P(4) = .

P(A) — vjerojatnost dogadaja A

m — ukupan broj povoljnih ishoda (.

broj elemenata skupa A)

n — ukupan broj mogucih ishoda (4j.

broj elemenata skupa ).

Definicija 1. (A. Kolmogorova')

Funkcija p:P(2)—> R zovemo vjero-

jatnost na familiji dogadaja P(), ako

ima svojstva:

1. Za svaki dogadaj A vrijedi PA20,

2. P(@)=0,

3. P(Q)=1,

4. Ako se dogadaji A, A, ., A
iskljuc¢uju (u parovima) tj. ANA=0,
za i#j, i,j=1,2, ..., n, onda vrijedi:

1 A. Kolmogorov (1933-1997) — ruski matematicar

P (UA;) = P(A)) + P(Az) + - + P(4y).
No, ako su A i B bilo koja dva
dogadaja, onda vrijedi:

a) P(AuB)=P(A)+P(B)—P(AnB),

b) P(@)=1-P(£2)=1-1=0,

) P(A)=1-P(A),

Napomena 1. Vjerojatnost bilo kojeg
dogadaja, nalazi se u segmentu [0,1].

Uvjetna vjerojatnost

Poopcavaju¢i pojam  vjerojatno-
sti, dobivamo uvjetnu vjerojatnost.
Naime, obi¢nu vjerojatnost je moguce
definirati preko uvjetne vjerojatnosti

} kao: P(A)=P(A/Q).

| Definicija 2. Neka je (Q, P(Q), P)

vjerojatnosni prostor, Ac Q,P(4) > 0.

Tada se vjerojatnost bilo kojeg

dogadaja B cq, ako je poznato da se

dogadaj A dogodio, definira ovako:
P(ANB)

P(B/A) = S 2

Za dogadaje A i B kaZemo da su
nezavisni, ako vrijedi P(4nB) =P@):P@a
za P(AnB)# P(A)-P(B) da su zavisni.
Jos to pisemo P(ANB)=P(A‘B).
Takoder vrijedi:

1) Ako je: P(B/A)=P(B/A) , A i B su
nezavisni dogadaji.
2) Ako su: 4,Bcq, onda je
P(4/B) =1 - P(A/B).
3) Ako je: B#0 onda je
P(A)+P(B) -1

P(A/B) = PB)

D
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Uredena trojka (R, P(L), P) zove
se vjerojatnosni prostor. Otuda je:
P(0) 2 A 1A — algebra dogadaja.
Algebru dogadaja ¢ine svi podskupovi
sigurnog dogadaja €2, zajedno sa sku-
pom operacija nad tim podskupom.
Primjer 1. Ako iz kutije u kojoj se
nalaze 4 bijele i 6 crvenih kuglica iz-
yucemo odjednom 3 kuglice i ako se
sna da su sve 3 izvucene kuglice iste
boje, odredite vjerojatnost dogadaja
da su sve 3 izvucene kuglice bijele
boje?
- A= {kuglice su iste boje}
- B= {kuglice su bijele boje}
- Ocito je AnB=B pa prema formuli

2) ie: 4y, (10

J beEA = 4(3)6(3)10 :é
G)+G)G)

Sljedece nuzno svojstvo je:
Neka je dan niz dogadaja A, A,
.., A — to nazivamo razbijanjem
dogadaja €2, ako je za sve i#j, AA#0 i
A+A+. +A =Q.
Ovakva kolekcija dogadaja ¢ini potpuni
sustav dogadaja i za njega vrijedi for-
mula potpune (totalne) vjerojatnosti.
Propozicija 1. Ako niz A, A,, ..., A
¢ini potpun sustav dogadaja za svaki i
(1<i<n), P(4;) >0, onda vrijedi:
P(B) = X7, P(B/A;) P(4)), gdje je
B <€  proizvoljan skup.
Dokaz:
Budu¢i da dogadaj B predstavljamo
kao uniju medusobno disjunktnih

dogadaja, to je: %
B= ) AB
’

Zbog aditivnosti i definicije vjeroja-
tnosti dobivamo:

P(B) = ) P(AB) = ) P(B/A)P(AD
=1 i=1

Dokaz je gotov.
No, ako je 0<P(A)<1, imamo:
P(B) = P(B/A)P(A) + P(B/A) - P(4)

Bayesova formula

Bayesovu formulu se moze ilustri-

rati LEGO elementima?, kako je prika-
zano u primjeru 2.
Primjer 2. Izracunajte kolika je vije-
rojatnost da se ispod zutog elementa
nalazi crveni, ako je dano podrugje
§ od 6x10 LEGO elemenata, od kojih je
40 plavih i 20 crvenih te 6 Zutih ele-
menata koji prekrivaju crvene i plave
kao na slici 1.

Slika 1. 6x10 LEGO elemenata

2 htips://www.countbayesie.com/blog/2015/2/18/
bayes-theorem-with-lego (10.5.2017.)

S
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Zadano podrugje od 6x10 LEGO
elemenata predstavlja vjerojatnosni
prostor koji se sastoji od crvenih,
plavih i zutih elemenata. Zuti ele-
menti se nalaze na crvenim i plavim
elementima. Posto je pokrivenost pla-
vim elementima 40, a cijeli prostor je
veli¢ine 60, vjerojatnost za plavi ele-
ment je P(plav)= 20 = 5.
Primijetite da se prebrojavaju i pod-
rudja koja su prekrivena Zutim ele-
mentima. Pokrivenost crvenim ele-
mentima je 20, a cijeli prostor je
veli¢ine 60, pa je Vjerogamost crvenih
20

elemenata P(crveni)= i,
Primijetite da je

P(plavi) + P(crveni) = % + é =1

To znaéi da crveni i plavi elementi
mogu opisati skup mogucih dogadaja.
Pokrivenost Zutim elementima je 6, a
cijeli prostor je velicine 60. Vjeroja-

tnost zutih elemenata je p(zuti)= _60 " 11

Posto Zuti
dio plavih
promatrati |

razmatrate
ili crveno
jatnosnog prostora.
zuti nalazi na plavo
nosnog prostora 0znag
plavi), a vierojatnost

na crvenom dijelu vierojatnosnog pro-

stora oznacavamo sa P(Zuti/crveni).
Kako bismo odredili
veni),

P(zuti/cr-
razdvojimo crvene elemente

od plavih. Pokrivenost crvenim je
20, a pokrivenost Zutim elementima
je 4. Dijeljenjem pokrivenosti zutih s
pokriveno3éu crvenih, dobit ¢éemo

1

2 5

P(Zuti/crveni) =

Slika 2. Razdvojeni LEGO elementi

*

¢ e )
* Tako smo izracunali uvjetnu vjerojat-

nost zutog i crvenog elementa. Raz-
motrimo sada $to je uvjetna vjerojat-
nost P=(crveni/Zuti), tj. ako smo na
zutom dijelu prostora, kolika je vie-
rojatnost da je ispod njih crveni ele-
ment.

Sa slike 2. lako se mozZe vidjeti da 6
zutih elemenata prekriva 4 crvena pa je

P = (crveni/zuti) = ¢

Na ovaj nacin dosli smo do Bayesovog
teorema.  Formalizirajmo nacin iz-
racunavanja da postoji 6 zutih eleme-
nata. Do zakljucka smo dosli pomocu
prostornog  zakljucivanja, prikazat
cemo ovo matemati¢ki. Kako bismo
rijesili ovaj problem, uzet ¢emo da je
broj zutih elemenata jednak umnogku

O

=
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vjerojatnosti pojave zutih i ukupnog

broja elemenata. 1

Broj futih = P(zuti) - Ukupan broj elemenata = 7=+ 60 = 6.
Kako bismo pokazali da je njih 4

nad crvenim, moramo prvo utvrditi

koliko je crvenih.

i i
Broj crvenih = P(ervenih) - Ukupan broj elemenata = 3 60 = 20,

Ve¢ smo shvatili koliki je broj crvenih
prekriven Zutima, P(zuti/crveni). Kako
bismo izra¢unali broj Zutih elemenata
koji prekrivaju crvene, potrebno je
pomnoziti vierojatnost P(Zuti/crveni)
s brojem crvenih.

Broj %utih koji prekrivaju crvene =

1
P(2uti/crveni) - Broj crvenih = 3 20 =4,

Na  kraju  trebamo  izracunati
P=(crveni/Zuti), odnosno broj crvenih
koji su prekriveni Zutima.

[ 2

broj crvenih prekrivenih Zutima
broj Zutih

L o _4 2
P(crveni/iuti) = =2=3

Da bismo dobili Bayesov teorem,
potrebno je prodiriti ove jednadzbe.

P(éuti/crveni) - broj crvenih
P(#uti) - Ukupan broj elemenata’

P(crveni/Euti) =

P(Zuti/crveni)P(crveni) - Uk.br.elemenata
P(uti) - Uk.br.elemenata

P(crveni/zuti) =

Iz prethodnog izraza skrac¢ivanjem
Ukupnog broja elemenata dobiva se

jednakost

P(Euti P {
P(crvent /auti) = (iuti/crveni) P(crvent)

P(Zuti)
kojanam predstavlja Bayesovu formulu.
Bayesova formula sluzi za a posteri-
orno izracunavanje vjerojatnosti poje-
dinih hipoteza A, ako je poznato da
se dogadaj dogodio B.

Teorem 1. (fundamentalni)

Ako niz A, A, .., A <&ini potpu-

+

ni sustav dogadaja, i ako je za svaki
t(1<i=n) P(A) =0, onda vrijedi:

P(A) - P(B/A)
i P(A4) - P(B/A))’

P(4;/B) = zaVi,(1<i<n) (3)

gdje je Bca proizvoljan dogadaj. U
ovoj formuli A, predstavlja n hipoteza
koje Zelimo testirati, a B predstavlja
novi dokaz koji ¢e opovrgnuti ili pot-
vrditi teoriju. Za svaku pretpostavku
S koristit ¢emo P(S) kao vjerojatnost
da je S istina. Konkretno P(A) pred-
stavlja najbolju procjenu vjerojatnosti
teorije koju promatramo prije razma-
tranja novih dokaza. Ona se naziva
prethodna vjerojatnost od A. Zelimo
otkriti vjerojatnost da je A, istina ako
je novi dokaz istina. Promotrimo ilu-
straciju, sl 3.

PN
BAY
as

Slika 3. Bayesova formula

Dokaz: Buduéi da je:
P(A:'B) == P(Ai) i P(B/Ai) =P(B) - P(Ai/B)
zal<i<n, to je takoder:
P(A)-P(B/A)

P(B)
Po formuli potpune vjerojatnosti za
dogadaj B, za svaki i(1<i<n), do-
P(A) - P(B/A)
j=1 P(4)) - P(B/Aj)

P(A;/B) =

bivamo: P(4;/B) =

Dokaz je gotov.
Napomena 2. Za potpuni sustav koji
se sastoji od samo dva dogadaja, A i

=

LS
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o

S
B, pri PA>0 i P(B)>0, vrijedi formula:
P(A)-P(B/A)

P(B)

Sada kada je poznat Bayesov teorem,

potrebno je znati i kada se primjenju-

je. Njegova primjena je moguca kada
su ispunjeni sljedeci uvjeti’:

1. Uzorak je podijeljen u prostor
skupova medusobno iskljucivih
dogadaja {A,, A,, A,, ..., A}

2. Unutar prostora uzoraka postoji
dogadaj B za koji je PB>0

3. Cilj je izraunati uvjetnu vjero-
jatnost oblika P(A,/B). Pritom je
potrebno znati najmanje jedan od
dva uvjeta vjerojatnosti:

i) P(AknB) za svaki Ay
ii) P(A,) i P(B/A,) za svaki A,

P(A/B) =

Primjena Bayesove formule
u ekonomiji

Bayesova formula primjenjuje se i
u ekonomiji, 5to ¢e se pokazati kroz
navedene primjere. Sljede¢i primjer
ilustrira primjenu kod kontrole nei-
spravnosti proizvoda.
Primjer 3. Trgovina “ELEKTRONI-
KA” d.o.o. nabavlja racunala od dva
proizvodaca P i P,. Ako od P, dopre-
mi 1 000 komada racunala, od cega je
5% s greskom, a od P, dopremi 700
komada, od cega je 2% s greskom;
kolika je vjerojatnost:

3 hup://stattrek.com/probability/bayes-theorem. aspx
(10.5.2017.)

oo

a) Da slucajno izabrano rac¢unalo ima
gresku?

b) Da je slucajno izabrano racunalo
koje ima gresku od proizvodaca
P?

Neka su dogadaji:

A= {slucajno izabrano
greskom}

= {slu¢ajno izabrano racunalo od
proizvodaca P},
gdje je i=1,2. Otuda imamo:

racunalo s

1000 10 7000 7
P(BY) = 17500 = ﬁ'P(BZ)_17000:1_7"

pa je P(A/B)=0,05 i P(A/B,)=0,02.
Prema formuli za potpunu vjerojat-
nost je:

P(A) = > P(BYP(A/B)
i=1

gdje je A - dogadaj, a {B,, B -
¢ini potpuni prostor dogadaja, to je:

10

7 16
P(A) =15+ 0,05 4=+ 0,02 = ——

= 755 = 0,03765

b) Koriste¢i Bayesovu formulu, imamo:
10 5

17 005 175
P(B;/A) = 0] =—E=544 0,78125.
425

Upotreba Bayesove formule u finan-
cijskim predvidanjima moze pomoci
pri procis¢avanju procjena vjerojat-
nosti pomocu intuitivnog procesa.
Tako npr. formulu koristimo kako
bismo saznali kako promjena kamat-
nih stopa utjece na vrijednost indeksa
burze, kako je opisano u sljedecem
primjeru.

Primjer 4. Izratunajte kako bi
promjena kamatnih stopa utjecala na

oS

S
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vrijednost indeksa burze za podatke
prikazane u tablici”.

Kamatne stope

Pad |Povecanje Frekve?lc-ija

Cijena jedinice
dionice|Pad 200 950 1150
Povecanje 800 50 850

1000 1000 2000

Tablica 1. Podaci o kamatnim stopama
i cijeni dionice

P(SD)= vjerojatnost povecanja indeksa
dionice

P(SD)= vjerojatnost smanjenja indeksa
dionice

P(ID)=vjerojatnost smanjanja kamatne
stope

P(I)= vjerojatnost povecanja kamatne !
¢ primjenu. U ekonomiji se Bayesov

stope.
Primijenimo Bayesovu formulu, koja
¢e sada, primjenjuju¢i ove oznake,
imati oblik

P(SD/IT) = P(SD)P(11/SD)

PUI)

Uvrstimo zadane podatke u formulu

P(SD/11) = Gégg) (1915500) A5 UBI0 b ity
B (1000) =" o5 7V s
2000

U tablici je vidljivo da smo promatrali

2 000 dionica od kojih je 1150 poka-

zalo pad indeksa. Ukoliko izracunamo

a priori vjerojatnost, vidimo da je
1150

LA N - 0
2000 0.5.75 57.5%.

4 http://www.investopedia.com/articles/financial-
theory/09/bayesian-methods-financial-modeling,
asp (10.5.2017.)

Ova vjerojatnost ne uzima sve infor-
macije o kamatnim stopama. lzracu-
navanjem uvjetne vjerojatnosti po-
mocu Bayesove formule dobili smo
informaciju o kretanju burze. Odno-
sno, ocekuje se smanjenje od 57.5%
do 95%.

Zakljucak

Ukoliko se Zzeli pronaci vjeroja-
Otnost ranijeg dogadaja pod uvjetom
da je mastupio kasniji dogadaj, ko-
risti se Bayesov teorem. Razumije-
vanje Bayesova teorema 1 uvjeta pri
kojima se moze koristiti omogucavaju
donoZenje zakljucaka i njegovu laksu

teorem primjenjuje u kontroli nei-
spravnosti proizvoda i financijskim
predvidanjima. No, isto tako njegova
primjena je sigurno i veca, kao u ra-
dovima koji slijede.
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Complete probability
Bayes” Theorem

Summary

The theory of probability primarily
deals with practical problems and is the
theoretical basis of statistics. In the pa-
per, the authors cite the basic concepts
of probability theory such as: elemental

blog/2015/2/18/bayes-theorem- ¢ event, relative frequency, probability

with-lego (10.5.2017.)
http://www.investopedia.com/
articles/financial-theory/09/bayes-
ian-methods-financial-modeling.
asp (10.5.2017.)
http://stattrek.com/probability/
bayes-theorem.aspx (10.5.2017.)

space, conditional probability, random
event, complete (total) system of events.
A visual example describes the Bayes’
Theorem and cites examples of Bayes’
Theorem application in the economy.

Keywords: probability, Bayes’ Theo-
rem, Bayes’ Theorem application in
the economy.
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< "Za sve najvaznije stvari tempiranje je uvijek lose. Cekate
najbolje vrileme da date otkaz? Zvijezde se nikad nece
poravnati i prometna svjetla Zivota nikad nece biti sva

zelena u isto vrijeme. Svemir se nije urotio protiv vas, ali
vam nec¢e ni pomodi. Uvjeti nikad nisu savrseni. Jednog
dana je bolest koja ¢e vase snove odvesti u grob zajedno
s vama. Za i protiv liste su jednako lose. Ako vam je
- nesto vazno i zelite to napraviti u svoje vrijeme, jedno-
stavno napravite to odmabh i ispravljajte pogrieske usput.”

Timothy Ferriss
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